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Abstract
　A celt, a type of boat-shaped top, rotates while rapidly changing the position of the contact point 
with the table. In this paper, we propose a method to derive the coordinates of the contact point 
between the celt and the table in a celt-fixed coordinate system from the Euler angles obtained by 
an IMU. The author confirmed that when a spin rotation is given in the strong reversal direction, a 
large elliptical contact point trajectory is drawn in the section from after release to the maximum 
spin angular velocity, and a linear contact point trajectory is drawn after the maximum spin angular 
velocity. We were able to directly observe from the sensor's angle data that roll vibration is dominant 
in the section from the first maximum spin angular velocity to the minimum spin angular velocity, 
and that pitch vibration is dominant in the section after the minimum spin angular velocity.

Key Words: �celt, rattleback, IMU, contact point, moving coordinate system, body-fixed coordinate 
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１ ．はじめに

舟形をしたコマの一種であるセルト（= ラトルバック）
は，机の上で回すとガタガタ音をたてながらシーソーのよ
うに激しく振動し，いずれ自発的に逆方向の回転を始め
る．一見すると角運動量保存則を破っているかのように見
える不思議な運動をする［1］． 

この現象はコマの慣性主軸と形状主軸のねじれに起因し
ていることは知られているが，その運動の解析は意外と複
雑である．セルトに関する研究は100年以上前から行われ
ており［2］，2008年には乾燥摩擦と接触面積に依存する効果
を含んだ理論［3］が提案されるなど，現在も様々な研究がな
されている［4］［5］［6］［7］［8］［9］．理論解析の進展に対して，その

運動特性の実験的な検証は十分になされているとは言えな
い．

筆者らは，これまでに様々な手法を用いてセルトの運動
特性の実験的検証を進めてきた［10］［11］［12］［13］［14］．セルトは机
との接点の位置を目まぐるしく変化させながら回転運動を
する．これまで接点の変化を実験的に取得するには机面に
ベビーパウダーを敷き詰めたり，セルト底面にインクを塗
布するなど，力学的条件に強い影響を及ぼさざるを得な
かった［9］．そこで本論文では，慣性計測装置（IMU）で取
得した姿勢角からセルトと机面との接点の座標を導出す方
法を提案した．これにより，接点における力学的条件に影
響を与えることなく，その場観測によって運動座標系にお
ける接点の軌跡を正確に追跡することが可能となった．
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さらに本手法を用いてセルトの接点軌跡を測定した．セ
ルトには，形状主軸の x 軸に対して慣性主軸が正の角度
にずれている L 体と，負の角度にずれている R 体が存在
する［11］．本実験では，最も標準的な条件である L 体を強
反転方向（時計回り）にスピン回転させた時の接点軌跡を
観測した．

その結果，最初に強反転方向にスピン回転を与えた場合
はリリース後からスピン角速度極大までの区間では大きな
楕円状の接点軌跡を描き，スピン角速度極大時以後は直線
的な接点軌跡を描くことを確認した．最初のスピン角速度
極大時からスピン角速度極小時までの区間ではロール振動
が優勢であり，スピン角速度極小時後の区間ではピッチ振
動が支配的であることをセンサの姿勢データから直接導出
することができた．

２ ．セルトの幾何学

2. 1.  セルトの形状とセルト固定座標系
Fig.1は水平な机の上で回転中の半楕円体型セルトの姿

勢を示している．机面とは接点 Po で接している．ここで
右手系の直交座標系 xyz を導入し，その原点を半楕円体
上面の中心に一致するようにとり，セルトに固定する．こ
の座標系はセルトとともに運動する運動座標系であり，以
後セルト固定座標系，あるいは O-xyz と呼ぶ．O-xyz は
セルトの形状主軸に一致している．

Fig.1　�A celt-fixed coordinate system; a moving Cartesian 
coordinate system fixed to a semi-ellipsoidal celt. The x, y, 
and z-axes are the principal axes of the shape of the celt

（= the principal axes of the geometric shape）.

図中の黒丸は重りを示す．重りの存在によって慣性主軸
は形状主軸と一致しなくなる．これにより z 軸周りに反転
トルクが発生し，z 軸周りの回転（＝スピン回転）方向が
変わる．

Fig.2　�The purpose is to plot the trajectory of contact points of 
O-xyz fixed to the moving celt as viewed from the z-axis 
direction. 

本論文では Fig.2に示すように，運動しているセルト固
定座標系 O-xyz の z 軸方向から xy 平面上に射影した接点
の座標を測定する方法を提案する．接点座標を時々刻々追
跡することによって接点軌跡を描くことが可能となる．
2. 2.  ZYX オイラー角による座標軸変換

ここで机に固定された机固定座標系 O-XYZ を導入す
る．この右手系直交座標系は本実験系においては静止座標
系として扱える．以後，机固定座標系，あるいは O-XYZ
と呼ぶ．O-XYZ と O-xyz の原点は一致しているものとす
る．

机固定座標系 O-XYZ における点 P の座標成分（X,Y,Z）
がセルト固定座標系 O-xyz では座標成分（x,y,z）となっ
ているとする．原点を同じくする三次元空間内の二つの直
交座標系同士の関係はオイラー角によって表現できる．オ
イラー角には回転順序の定義方法によって12通りの表現が
存在するが，その内の一つである ZYX オイラー角を採用
する．セルト固定座標系 O-xyz における点 P の座標成分
（x,y,z）は机固定座標系における座標成分（X,Y,Z）から

� （ 1 ）

で求めることができる．ここで Rx, Ry, Rz は回転行列で
ある．式（ 1 ）は O-XYZ において点 P をオイラー角に
従って回転させた後の点 P’ の座標を求める式ではなく，
点 P の O-XYZ 上での座標値（X,Y,Z）から同じ点 P の
O-xyz 上での座標値（x,y,z）を求める式である．

Fig.3に ZYX オイラー角による座標軸変換の様子を図示
する．ZYX オイラー角による座標軸の変換は，まず
O-XYZ の Z 軸周りに右ねじ方向にψだけ回転した座標成
分

	 （ 2 ）
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を得る．Z 軸周りの回転なので Z’=Z である．
次にψ回転後の座標軸 Y’ 軸周りに右ねじ方向にθだけ

回転した座標成分

	 （ 3 ）

を得る．Y’ 軸周りの回転なので Y”=Y’ である．更にθ回
転後の座標軸 X” 軸周りに右ねじ方向にφだけ回転した座
標成分

Fig.3　�Transformation from a table-fixed coordinate system 
O-XYZ to a celt-fixed coordinate system O-xyz. ZYX 
Euler angles are used.

	 （ 4 ）

を得る．X” 軸周りの回転なので x=X” である．以上の式
は机固定座標系 O-XYZ において測定した点 P の座標成分
（X, Y, Z）をセルト固定座標系 O-xyz において測定する
と（x, y, z）であることを示している．

３ ．接点座標の導出

3. 1.  半楕円体型セルトとその接平面
ここで Fig.4のように半楕円体型セルトの底面と接触し

ている接平面を考える．セルト固定座標系 O-xyz におけ
る楕円面は

� （ 5 ）

と書ける．ここで a, b, c はそれぞれ半楕円体の長軸半径，
短軸半径，極軸半径である．この楕円面上にある接点 Po

（xo, yo, zo）で接する接平面の式は

� （ 6 ）

となる．一方，方向余弦λx，μy，νz を持ち，かつ，式
（ 5 ）の楕円面に接する接平面は，

� （ 7 ）

である．ここで

	�  （ 8 ）

と置く．式（ 6 ）の平面と式（ 7 ）の平面が一致すると
き，

� （ 9 ）

が成り立っている．半楕円体なので方向余弦λx，μy，νz

を持つ接平面が ２ つ存在するが，

� （10）

の条件から A の符号が決まる．以上から，式（ 9 ）によっ
て セ ル ト 固 定 座 標 系 O-xyz に お け る 接 点 Po の 座 標
（xo, yo, zo）を得ることができる．a, b, c はセルトの形状
に よ っ て 決 定 さ れ る 値 で あ り， 接 平 面 の 方 向 余 弦
λx，μy，νz は机面に対するセルトの姿勢角によって決
定される値である．従って，時々刻々の姿勢変動に伴う接
点の座標を得るためには，時々刻々の接平面の方向余弦
λx，μy，νz が判れば良い．

Fig.4　�A diagram of a semi-ellipsoidal celt and the tangent 
plane. The xy plane of the celt-fixed coordinate system 
O-xyz was drawn horizontally. The point of contact is Po. 
The Z ' is the perpendicular line from the origin O to the 
tangent plane.
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3. 2.  姿勢角測定値からの接点座標導出手順
時々刻々の接平面の方向余弦λx（t），μy（t），νz（t）を得

るためには机固定座標系 O-XYZ に対するセルト固定座標
系 O-xyz の方向角が分かればよい．それはセルト本体の
姿勢角に他ならない．

セルト本体の上面に慣性計測装置を装着すると時々刻々
のセルトの姿勢角をその場観測することが可能になる．
我々の研究室では WITmotion 社製 BWT901［15］などの慣
性計測装置を用いてセルトの運動のその場観測を行い，接
点軌跡の観測を実現した．BWT901は ZYX オイラー角の
定義に基づいてスピン角（ヨー角）AngleZ （=ψ）， ピッ
チ角 AngleY （=θ），ロール角 AngleX （=φ）を出力す
る．運動開始前の机上で静止させた状態でキャリブレー
ションを行う．従って，このψ，θ，φは机固定座標系
O-XYZ に対するセルト固定座標系 O-xyz のオイラー角で
あり，O-XYZ に対するセルトの姿勢を一意に定める．

運動中のセルトの姿勢は時々刻々変化するが，接平面は
XY 平面と平行だから接平面の方向余弦は常に Z 軸の方向
と一致している．O-XYZ の Z 軸周りにψ回転した座標系
O-X’Y’Z’ の Z’ 軸は元の Z 軸と共通であるから，Z’ 軸の方
向も常に接平面の方向余弦と一致しており，X’Y’ 平面も
接平面と平行である．

ゆえにψ回転座標系 O-X’Y’Z’ における接平面の方向余
弦ベクトルは

� （11）

である．
次 に O-X’Y’Z’ を Y’ 軸 周 り に θ 回 転 さ せ た 座 標 系

O-X”Y”Z” において，接平面の方向余弦ベクトルは回転ベ
クトルを用いて求めることができ，

　 � （12）

である．更に O-X”Y”Z” を X” 軸周りにφ回転させたセル
ト固定座標系 O-xyz において，接平面の方向余弦ベクト
ルは

� （13）

である．
すなわち慣性計測装置によって時刻 t における ZYX オ

イラー角ψ（t），θ（t），φ（t）が定まれば，式（13）に
よって時刻 t における接平面の方向余弦ベクトル（λx（t），
μy（t），νz（t））を得ることができ，これを式（ 9 ）に代入
すれば，セルト固定座標系 O-xyz における接点 Po（t）の
座 標 が 導 出 で き る． 式（13） は ス ピ ン 角（ ヨ ー 角 ）
AngleZ （=ψ）を含まない式であり，ピッチ角 AngleY （=
θ）とロール角 AngleX （=φ）とだけで決まる．最終的
に，セルト固定座標系 O-xyz の z 軸方向から見た接点の
座標（xo,yo）は

� （14）

によって定めることができる．

４ ．ＩＭＵ測定データからの接点軌跡導出結果と考察

4. 1.  L 体セルトの運動座標系接点軌跡導出例１
本手法を用いてセルトの接点軌跡を測定した．セルトに

は，形状主軸の x 軸に対して慣性主軸が正の角度にずれ
ている L 体と，負の角度にずれている R 体が存在する［8］．
本実験では，最も標準的な条件である L 体を強反転方向
（Ｌ体では時計回り）にスピン回転させた時の接点軌跡を
観測した．

Fig.5　�Time-varying characteristics of angular velocity ωz 

around the z-axis in the celt-fixed coordinate system 
O-xyz.
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Fig.5はセルト固定座標系 O-xyz の z 軸周り角速度ωz の
時間変化を測定した結果である．セルトはアクリル製を用
い，サイズは長軸半径 a=50mm，短軸半径 b=20mm，極
軸半径 c=10mm である．重りは直径10mm，6.0g の鉛を
円板上に加工している．重りねじれ角ζ=15°の L 体セル
トである．

本手法を用いてセルトの接点軌跡を測定した結果，最初
に強反転方向にスピン回転を与えた場合は①リリース後か
ら②スピン角速度極大までの区間では大きな楕円状の接点
軌跡を描き，②スピン角速度極大時以後は直線的な接点軌
跡を描くことを確認した．②最初のスピン角速度極大時か
ら③スピン角速度極小時までの区間ではロール振動が優勢
であり，③スピン角速度極小時後の区間ではピッチ振動が
支配的であることをセンサの姿勢データから直接観測する
ことができた．以下，その詳細を述べる．

Fig.6　�Contact point trajectory as viewed from the z-axis 
direction of the celt-fixed coordinate system O-xyz（unit: 
mm）. ① The entire trajectory from release to stop in 
Fig.5.

Fig.6にセルト固定座標系 O-xyz の z 軸方向からみた接
点軌跡を示す．Fig.5の①リリース後から停止までの全軌
跡を表示している．測定時間間隔は 5 ms である．図中の
黒丸は重りの位置を示している．接点軌跡全体をみると大
きな楕円状の軌跡と直線的な軌跡が混在していることがわ
かる．リリース後からスピン回転停止までに軌跡形状の特
徴が変化している．軌跡形状の変化はスピン回転方向の反
転を契機に生じるのではなく，スピン回転の角加速度方向
すなわちトルクの回転方向に依存して変化することが分
かった．以下，その詳細を述べる．

Fig.7は①リリース直後から②ωz 極大までの楕円形状接
点軌跡を取り出した図である．リリース直後のセルトのス
ピン回転方向は強反転方向（Ｌ体では時計回り）である．
従って，この区間では反時計回りのトルクが働いている．
リリース時点では原点付近に接点があるが，すぐに大きな
楕円状の接点軌跡を描くようになる．その後も楕円状の接
点軌跡を描きながら z 軸周りのスピン回転速度が徐々に低
下し，後半区間ではスピン回転方向は弱反転方向（反時計
回り）に反転している．オイラーの円板に似た運動をして

いるようだ．オイラーの円板は円板の縁の 1 点が机と接触
し，その接点が円を描く．円板の円周よりも接点の軌跡の
方が短いので １ 周しても元の状態には戻らない非ホロノ
ミック系である．セルトの場合は更に z 軸周りに高速な回
転が加わっており，オイラーの円板と同じではない．

楕円状の接点軌跡は最初は右回りに軌跡を描いている
が，途中で形状が乱れている．セルトの接点軌跡の詳細な
振舞いについては今後，更に解析が必要である．

Fig.8　�The contact point trajectory（unit: mm）as seen from 
the z-axis direction of the celt-fixed coordinate system 
O-xyz. The linear contact point trajectory section from 
②1st local maximum of ωz to ③1st local minimum of ωz 
in Fig.5 was extracted.

Fig.8は②ωz 極大から③ωz 極小までの直線的な接点軌
跡区間を取り出した図である．②ωz 極大後のスピン回転
方向は弱反転方向（反時計回り）である．従って，この区
間では時計回りのトルクが働いている．徐々にスピン回転
速度は減速し，やがて反転して後半区間では強反転方向
（時計回り）にスピン回転している．この区間ではロール
振動が優勢であることがわかる．接点軌跡は形状主軸（y
軸）に沿っておらず，ロール振動と同位相のピッチ振動を
伴って振動している．

Fig.7　�The contact point trajectory（unit: mm）as viewed from 
the z-axis direction of the celt-fixed coordinate system 
O-xyz. The elliptical contact point trajectory in Fig.5 was 
extracted from ① immediately after release to ②1st local 
maximum of ωz.
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Fig.9　�The contact point trajectory（unit: mm）as seen from 
the z-axis direction of the celt-fixed coordinate system 
O-xyz. The linear contact point trajectory section from 
③1st local minimum of ωz to ④2nd local maximum of ωz 
in Fig.5 was extracted.

Fig.9は③ωz 極小～④ωz 極大までの直線的な接点軌跡
区間を取り出した図である．③ωz 極小後のスピン回転方
向は強反転方向（時計回り）である．従って，この区間で
は再び反時計回りのトルクが働いている．Fig.7と同じ強
反転方向のスピン回転であるが，この区間では直線的な形
状をしている．z 軸周りのスピン回転速度は徐々に減速
し，後半区間では弱反転方向（反時計回り）にスピン回転
している．接点軌跡はほぼ形状主軸（x 軸）に沿ってお
り，ピッチ振動が支配的であることがわかる．
4. 2.  L 体セルトの運動座標系接点軌跡導出例２

本手法を用いてセルトの接点軌跡を測定した他の例を以
下に示す．本実験も L 体を強反転方向（Ｌ体では時計回
り）にスピン回転させた時の接点軌跡を観測した．

Fig.10はセルト固定座標系 O-xyz の z 軸周り角速度ωz

の時間変化を測定した結果である．セルトは底面研磨前の
プラスチック製を用い，サイズは長軸半径 a=100mm，短
軸半径 b=15mm，極軸半径 c=10mm である．重りは直径
10mm，6.0g の鉛を円板上に加工している．重りねじれ角
ζ = 5 °の L 体セルトである．このように上面の楕円率
b/a（=0.15）が小さい形状をしたセルトは強反転方向に回
転しているときの反転トルクが大きい［11］．また極軸半径 c
と短軸半径 b の比 c/b=1.0なので短軸に沿った断面は半円
である．この条件では弱反転方向回転時のスピン反転トル
クは小さいのでスピン反転は 1 度だけしか生じず，逆方向
（左回転）の角速度が最大になった②の後は停止に向か
う．

Fig.11に①リリース後から②角速度ωz 極大までの区間
を接点軌跡を示す．弱反転方向（反時計回り）へのトルク
が働いている区間である．微小振動はほとんど観測されな
い．また Fig.7のような楕円状の軌跡は出現せず，ほぼ
ピッチ振動のみの接点軌跡が観測された．

Fig.11　�The contact point trajectory（unit: mm）as viewed 
from the z-axis direction of the celt-fixed coordinate 
system O-xyz. The contact point trajectory in Fig.10 
was taken from ① immediately after release to ② 1st 
local maximum of ωz .

Fig.12は②角速度ωz 極大から停止までの区間の接点軌
跡である．強反転方向（時計回り）へのトルクが働いてい
る区間である．Fig.8とは異なり，弱反転方向のスピン回
転時であってもロール振動の増大は見られず，ほぼ純粋な
ピッチ振動だけが生じているようである．

Fig.12　�The contact point trajectory（unit: mm）as seen from 
the z-axis direction of the celt-fixed coordinate system 
O-xyz. The contact point trajectory after ② 1st local 
maximum of ωz in Fig.10 was extracted.

Fig.13はセルト固定座標系 O-xyz の z 軸周り角速度ωz

の時間変化を測定した結果である．Fig.10と同じセルトを
用いて重りの重さだけを変えた．重りは円板上に加工した
6.0g の鉛 ２ 個を重りねじれ角ζ= 5 °（L 体）の両位置に
設置した．

Fig.10　�Time-varying characteristics of angular velocity ωz 
around the z-axis in the celt-fixed coordinate system 
O-xyz. W4（100-15-10）full color plastic body before 
polishing. A 6.0g weight（φ=10mm）is placed on each 
end at the weight skew angle ζ= 5 °（L-body）.
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Fig.13　�Time-varying characteristics in angular velocity ωz 
around the z-axis of the celt-fixed coordinate system 
O-xyz. W4（100-15-10）full color plastic body before 
polishing. Using the same celt as in Fig.10, two 10mm φ

（6.0g）weights were placed at each end of the weight 
skew angle ζ= 5 °（L body）.

リリース後の角速度ωz は激しい微小振動を伴いながら
逆回転方向に加速される．セルトの質量に対して重りの質
量が相対的に大きくなると微小振動が顕著になる可能性が
ある．

Fig.14　�The contact point trajectory（unit: mm）as viewed 
from the z-axis direction of the celt-fixed coordinate 
system O-xyz. The contact point trajectory in Fig.13 
was taken from ① immediately after release to ② 1st 
local maximum of ωz.

Fig.14は Fig.13の①リリースから②角速度ωz 極大まで
の区間の接点軌跡である．Fig.11とは異なり，楕円形状の
接点軌跡になるが，Fig.7のような単純な楕円状軌跡では
なく，小さな楕円状軌跡を描きながらセルト底面内を移動
しているようである．すなわちセルトの長軸方向の片方が
持ち上がった状態で第 2 象限と第 3 象限内で楕円状軌跡を
描いたり，第 1 象限と第 4 象限内で楕円状軌跡を描いたり
しているのが観察される．

Fig.15は②角速度ωz 極大から停止までの区間の接点軌
跡である．Fig.12と同様にほぼ純粋なピッチ振動だけが見
られるが，ピッチ振動の周期は非常にゆっくりであり，静
かに停止に向かっている．

ここに掲載した接点軌跡は一例にすぎず，セルトのサイ
ズや重りの重さとねじれ角，更には初速の与え方や机面の

平坦性，セルト底面と机面との摩擦係数など，種々の条件
によって接点軌跡の特徴は異なると予測される．更に実験
を重ねることによって，接点軌跡に関する統一的な理解が
得られることが期待される．

５ ．まとめ

慣性計測装置（IMU）で取得した姿勢角を用いること
によって，セルトに固定された運動座標系から観察した場
合のセルトと机との接点座標を導出する方法を提案した．

本 手 法 を 用 い て 長 軸 半 径 a=50mm， 短 軸 半 径
b=20mm，極軸半径 c=10mm のアクリル製セルトの接点
軌跡を導出した．結果，初速として強反転方向にスピン回
転を与えた場合はリリース後からスピン角速度極大までの
区間では大きな楕円状の接点軌跡を描き，スピン角速度極
大時以後は直線的な接点軌跡を描くことを確認した．最初
のスピン角速度極大時からスピン角速度極小時までの区間
ではロール振動が優勢であり，スピン角速度極小時後の区
間ではピッチ振動が支配的であることをセンサの姿勢デー
タから直接観測することができた．

軌跡形状の変化はスピン回転方向の反転を契機に生じる
のではなく，スピン回転の角加速度方向すなわちトルクの
回転方向に依存して変化することが分かった．

ま た ス ピ ン 反 転 が 1 回 し か 生 じ な い 長 軸 半 径
a=100mm，短軸半径 b=15mm，極軸半径 c=10mm のプラ
スチック製セルトの接点軌跡は上記アクリル製セルトとは
大きく異なる接点軌跡を描くことを確認した．

セルトのサイズや重りの重さとねじれ角，更には初速の
与え方や机面の平坦性，セルト底面と机面との摩擦係数な
ど，種々の条件によって接点軌跡の特徴は異なると予測さ
れる．
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Fig.15　�The contact point trajectory（unit: mm）as seen from 
the z-axis direction of the celt-fixed coordinate system 
O-xyz. The contact point trajectory after ② 1st local 
maximum of ωz in Fig.13 was extracted.
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