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１　はじめに

　19 世紀の近代解析学では変数を実数から複素数にまで
拡張したこと，および極限操作の交換の重要性が指摘され
てきた。［1］
　すなわち変数を複素数にまで拡張することで初等関数が
統一的に記述され，その本質が複素関数の正則性のもとに
制御されることが明かとなった。
　一方極限操作の交換・移行とは例えば２重級数の和の順
序の交換であったり，関数項級数の項別微分や項別積分な
どであり，このような極限の交換可能条件の吟味のもとに
極限操作を移行することの重要性が認識されるようにな
り，例えばベキ級数により解析接続を行うときには極限操
作の交換・移行が縦横に使われており，画期的な結果が導
かれている。［2］［3］
　ここでは複素変数 z のベキ級数で表現された関数につい
て考える。
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　級数⑴の収束半径を rz とすると，その内部領域
	 ¦z¦ ＜ rz	 ⑵
では正則関数を表す。図１の中の原点を中心とする円 C0
がその収束円である。次に⑵の内部の１点 z0 の回りのベ
キ級数は，その点での関数 f（z）の z ＝ z0 における n 階微
係数の値が分かれば
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により与えられる。ここで⑶の展開係数を bn とおいた。
n 階微係数の値は⑴を n 階項別微分して z ＝ z0 と置いた
ものであるから
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となる。これは記号 n と m を入れ換えれば⑷と同様であ
る。すなわち，z ＝ z0 の回りの級数展開を n 階微係数を
用いてもベキ展開の中心の平行移動⑹によっても同じ結果
を得る。
⑺から⑻を導くためにも n の和と m の和を入れ換えてい
ることに注意しよう。また展開係数 bm の値を求めるのに
無限項の計算が必要がある。
解析接続によりこれまで収束しなかった領域でも収束した
り，または収束するにしてもその収束の速度が早まれば数
値計算にも有用となる。これをコンピュータを利用して実
際に行うとき新しい展開係数 bm の計算が無限項の和で表
される，ということは，精度的にも計算の手間においても
困難が伴う。
次に述べる中心を変更しない変換によれば，新しい展開係
数を求めるのに有限項の和の計算で済むことを示す。

２　ベキ級数の中心を変更しない変換

　⑴から出発してその収束域内の点をたどりながら⑼を求
めつつ解析接続することは原理的に可能である。これをコ
ンピュータを用いて数値的に行うことを考える。そのため
には新しい係数⑻を何度も精度よく求めことが必要とな
る。しかしながら⑻は無限項の和であり，しかもこれを無
限個を知る必要がある。もちろん精度を決めておき，何項
まで求めればよいかを評価した上で行えばよいが，それで
も解析接続は何段階もの変換を行うのであるから誤差の評
価は極めて難しい。
　一般に変換⑹のように展開の中心を変更したときは新し
い展開の係数を求めるためには無限項の和が必要であるこ
とが知られる。しかし展開の中心を変更しない変換，例え
ば双一次変換

	 z ＝ αw
1 － βw　すなわち　w ＝ z

α＋ βz	 ⑽

であれば，新しい係数は元の係数を用いて有限項の和で求
められる。実際

	 z ＝
αw

1 － βw＝ αw（1 ＋ βw ＋ β2w2 ＋…）	 ⑾

を⑴に代入すると
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で与えられる。
　⑶の収束半径を rz0 とすればその収束域は z0 を中心とす
る円の内部

	 ¦z－z0¦ ＜ rz0	 ⑸

である。領域⑸は図１の円 C1 の内部であり，これが C0
と重なる部分があるのは当然であるが，更に外部にはみ出
すこともあり得る。これが解析接続である。ここで⑷を導
くために微分演算と無限和をとる操作の交換がなされてい
ることに注意しよう。これが可能なのは複素変数のベキ級
数の一様収束性による。

　次にベキ級数⑶はベキ展開の中心の平行移動

	 w ＝ z－z0	 ⑹

によっても作ることができることを示そう。すなわち級数
⑴を
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と書くと bm は

図１　原点を移動する変換による解析接続



―255―

解析接続の数値計算への応用

３　変換⑽ z＝ αw
1－βwの応用

3.1　応用⑴

　次のベキ級数⒄の収束半径は r ＝ 1 であり，その収束域
内部では 1

1 － z に収束することはよく知られる。これに
変換⑽を行う。

	 1 ＋ z ＋ z2 ＋ z3 ＋…＋ zn ＋…	 ⒄

変換したあとの係数 bk で ak ＝ 1 とおくと

	 bk＝
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Σ
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k－mβm＝α（α＋β）k－1	 ⒅

となるので w 平面での収束円は w ＝ 0 を中心とし，その
収束半径は

	 rw ＝ 1
¦α＋ β¦ 	 ⒆

である。　

3.1.1　α＝2，β＝－2
3

　このとき係数 bk は
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4
3
�
�

k－1

となる。z ＝－1 は元の級数では発散するが，変換した後
の級数では w ＝－3

8 なので⒁は
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となり収束する。⒇によると 10－10 の精度を得るために 32
項の和が必要であった。
w 平面の収束円は ¦w¦ ＝ rw ＝3

4であり，これを z 平面に戻
すと
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となる。ここで k ＝ n+m とおき（n，m）の和を（k，m）
の和に書き換えると
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となり，その展開係数 bk は m による有限和

	 b0 ＝ a0　bk ＝
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により求められる。

　変換⑹では新しい係数を求めるのに無限項必要であるの
に対し，変換⑽では有限項で済む理由をここで説明してお
く。
⑻式の２重和のはじめの数項を次のような表に書く。

m＝0 m＝1 m＝2 m＝3 m＝4
n＝0 a0

n＝1 a1z0 a1w
n＝2 a2z2

0 2a2z0w a2w2

n＝3 a3z3
0 3a3z2

0w 3a3z0w2 a3w3

n＝4 a4z4
0 4a4z3

0w 6a4z2
0w2 4a4z0w3 a4w4

この表より m を固定して先に n で和をとると，その和は
無限項になることは明かであろう。
　一方⒁式を同様の表に示すと次のようになる。

m＝0 m＝1 m＝2 m＝3 m＝4
n＝0 a0

n＝1 a1αw a1αβw2 a1αβ2w3 a1αβ3w4 a1αβ4w5

n＝2 a2α
2w2 2a2α

2βw3 3a2α
2β2w4 4a2α

2β3w5 5a2α
2β4w6

n＝3 a3α
3w3 3a3α

3βw4 6a3α
3β2w5 10a3α

3β3w6 15a3α
3β4w7

n＝4 a4α
4w4 4a4α

4βw5 10a4α
4β2w6 20a4α

4β3w7 35a4α
4β4w8

n＝5 a5α
5w5 … … … …

w のベキ k ＝ n ＋ m が一定の項の和は斜めに和をとるこ
とであり，よって bk を求める和は有限項となるのである。
　変換⑹ w ＝ z－z0 は原点移動を伴うのに対し，変換⑽ 
w ＝

z
α＋ βz は原点は不変であり，これが新しい展開係数

bk を求めるために無限項か有限項かの違いを産んでいる。

図２　原点を移動しない変換による解析接続
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束域 ¦w¦ ＜1
3の外側なので発散する。

3.2　応用⑵

　次にベキ級数

	 －log（1－z）＝z＋ z2

2 ＋ z3

3 ＋…＋ zn

n ＋…	 �

に変換⑽を行ってみる。関数－log（1－z）の特異点は 
z ＝ 1，∞でありこれらは分岐点なので，これら２点間に
カットを入れた面で考える。
z 面での収束半径は rz ＝ 1 である。
　w 平面に変換したあとの係数 bk ⒂で ak－m ＝ 1

k－mとお
くと
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したがって w 面での収束半径は

rw＝ 1
¦α+β¦

　　¦α+β¦ > ¦β¦ のとき

rw＝ 1
¦β¦

　　 　¦α+β¦ < ¦β¦ のとき

となる。

3.2.1　α＝ 2，β＝－2
3
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z ＝－1　のとき　w ＝－3
8

w 平面の収束円 ¦w¦ ＝3
4  は z 平面では ¦z+1¦ ＝ 2 に対応し，

元の収束円 ¦z¦ ＝ 1 を完全に含む。（図２の円 C1）
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は２点 z ＝ 0 と z ＝ 3 からの距離の比が１対２であるよう
なアポロニウスの円となる。これは z ＝－1 を中心とし半
径２の円であり，元の収束円 ¦z¦ ＝ 1 を含むので，収束域
が広がった。図２の円 C0 は元の収束円であり，円 C1 は
変換した後の収束円である。z ＝ 1 は関数⒄の特異点であ
り，いかなる変換を用いてもこの点を収束円の内部には含
ませることはできない。

3.1.2　α＝2，β＝－1
　係数 b0 ＝ 1，bk ＝ 2（k ＞－ 1）であり w 平面の収束半径
は rw ＝ 1 でこれを z 平面になおすと

︱
︱

z
2－z

︱
︱＝ 1

は２点 z ＝ 0，2 の間の垂直２等分線 Re（z）＝ x ＝ 1 となる。
図２の直線 C2 がこの垂直２等分線であり，これより左側
の領域が収束域となる。収束域はこの双一次変換⑽では最
大となる。
　この場合，z ＝－1 は w ＝－ 1

3 に対応し，この点で級数
は
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3
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k
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2 	 �

に収束する。
z ＝－1 のとき，パラメータを α＝ 2，β ＝－1 に選んだ場
合の級数の収束の速さは α＝ 2，β＝－2

3 よりも速い。実
際�によれば 10－10 の精度を得るために 20 項の和で済ん
だ。

3.1.3　α＝ 2，β ＝ 1
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w 平面の収束円は z 平面に変換すると
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z
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︱
︱＝ rw ＝1

3

より z 平面の収束円は z ＝ 0 と z ＝－2 からの距離が１対
３であるようなアポロニウスの円なので実軸上，x ＝ 1 と
x ＝－1

2を通る円であり，これは

︱
︱ z －1

4
︱
︱＝3

4

と書ける。すなわちこれは元の収束域より狭い。
z ＝－1 は w 面では w ＝－1 に対応し，これは w 面の収
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となり係数 bk は

	 bk＝
k＝1

Σ
m＝0

（－1）m�
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2k－m－1
m

�
�ak－m4k－m	 �

となる。ここで ak－m ＝ 1 とおいて級数⒄に適用すると�
は

bk ＝ 4k

となり，z ＝－1 は w ＝－3+2 2＝－0.17157 ≡ w1 に対
応するのでこの点では

1＋
∞
Σ
k＝1

4k（w1）k

となる。これによれば 10－10 の精度は 14 項で得られた。
一 方 対 数 の 例 � に 適 用 す る と， 元 の 級 数 の 係 数 を 
ak－m ＝ 1/（k－m）とおくと変換された係数 bk は奇数項だ
けが残り

bk ＝4
k　（k ＝ odd）　:　0（k ＝ even）

の形にまとまるので，k を改めて 2k+1 とおくと結果は

∞
Σ
k＝0

4
2k＋1（w1）2k＋1

となる。これによれば z ＝－1 では 10－10 の精度を得るの
にわずか６項で達成された。

４　おわりに

　［1］によると，解析学は実数関数だけを扱う場合でも複
素数までの考察が必要であるという。（第５章）　さらに第
３章，第４章をよく読むと極限操作の交換可能性の重要性
が指摘されていることがわかる。
複素関数が正則関数であることの条件として，よく知られ
た Cauchy-Riemann の関係式は複素関数を実部と虚部に
分けて w ＝ f（z）＝ u（x，y）+iv（x，y）と書くと ux ＝ vy， 
uy ＝－vx であるが，これを

f（x＋iy）
x ＝ f（x＋iy）

i y

のように書きなおすこともできる。
　これによれば正則関数は x に関する偏微分と y に関す
る偏微分の交換可能性であるといえるし，同時に z̅ ＝ x－iy
は含まず，z ＝ x＋iy だけで書き表されることも意味して
いる。
　このノートでは解析接続には極限操作の交換が重要な役
割を果たしていることを示し，またこれを積極的に利用し
て，収束域の拡大や収束の速さを調べた。このときパラメー
タや扱い方によっては前の級数よりも収束域が狭くなった
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�によると，10－10 の精度は 26 項の和が必要であった。

3.2.2　α＝ 2，β＝－1
　w 平面に変換された級数の係数 bk は次のようになり

rw ＝ 1　　bk ＝2
k　（k ＝ odd）　：　bk ＝ 0　（k ＝ even）

したがって w 平面での収束域は円 ¦w¦ ＝ 1 であり，この領
域を z 平面に戻すと直線 x ＝ 1 の左半平面となる。（図２
の直線 C2）
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これは収束の速い式として知られており，対数の数値計算
によく用いられる。［1］z ＝－ 1 は w 空間では w ＝－1

3
であり α＝ 2，β ＝－2

3の場合より収束は速い。
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	 �
�では 10－10 の精度は 9 項の和で済んだが，このように少
ない項で高い精度が得られたのは w の奇数項だけで表わ
されたからであろう。

3.3 より速い収束を求めて

　これまで双一次変換を用いてベキ級数をさらに収束の速
いベキ級数に変換することを行ってきた。この変換でα＝2，
β ＝－1 の場合の w 平面の単位円内が z 平面の半平面に写
像されるときが最良の変換であろう。
これを越えるには例えば

	 1 － z ＝�
�

1－w
1＋w

�
�

2
	 �

のような双一次変換ではない関数が必要となる。�は z ＝ 0
は w ＝ 0 に，z ＝ 1 は w ＝ 1 に対応する。しかも z ＝ 1
では角度が２倍に写像されるので w の単位円内が z の全
平面に１から実軸に沿って正方向にカットを入れたものに
１対１に写像される。
�より

z ＝ 4w
（1＋w）2

を⑴のベキ級数に代入すると

	
∞
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り遅くなることもあるので，扱いには十分な注意が必要で
ある。


